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武 隈 良 一
ベル ヌーイの数は解析学,数 論,差 分方程式 な どにお(・て頻繁 にあ らわれ
て くる。それは数学の各部門に おいて重要 な役割を果たす ので,そ れ に対 し
て一通 りの知識 を もつ ことが必要 であ る。 しか し何分所 ど ころに しか あ らわ
れ ないので,ま とまった知識 とはな りに くい。 また実際 ベル ヌーイの数 に関
す るま とまった書物 も二,三 はあ るが,あ ま り流布 してお らないのが現状 で
あ る。
本稿において も,も とよ りベル ヌーイの数に 関す る知識を まとめ よ うとす
る ものでは ない。む しろ,ベ ル ヌーイの数 がいかに滲透 してい るか を一,二
の題 目につ いて述べてみ よ うとす るものであ る。'
§1においては ベル ヌーイの数 の起源 につい て原典 を しらべ た結果 を述べ,
§2においては オイ ラーの定数,§3に おいては フエル マの問題 においてベル
ヌーイの数 がいか に重要 な役割 を果 た してい るかを最近 の研究 とともに述べ
るものであ る。
§1.ベ ル ヌ 「 イに よ る 自然数 の累乗
の和 の公式 とベル ヌ ーイ の数
ヤ コブス'ベ ル ヌーイ(1654-1705)がいかに して 自然数の累乗 の和 の公
式を もとめ たか を原典か ら直接読 み とってみ よ う。原文 は彼 の死後 出版 され
た著書AreConjectandi(推論法,1713)の第2部 順列論 と組合せ 論 の第
3章にあ る。
*この書物については 〔1〕に詳述 したことが ある。 〔n〕は後掲文献の番号をあ
らわす。
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彼は まず次の組合せの表をあたえた。
1 皿 皿 唄vlw皿 皿1朕1x XI)皿
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 1 3 3 1 0 0 0 0 0 0 0 0
5 1 4 6 4 1 0 0 0 0 0 0 0
6 1 5 10 10 5 1 0 0 0 0 0 0
7 1 6 15 20 15 6 1 0 0 0 0 0
8 1 7 21 35 35 21 7 1 0 0 0 0
9 1 8 28 56 70 56 28 8 1 0 0 0
10 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 0 0
11 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 0
12 1 11
「
55 165 330i462462 330 165 55 11 1
この表 を見 てい るといろいろの関係式が成立す ることが分 る。 ベル ヌーイ
は この数表についての驚 くべ き性質を12ほどあげ てい るが,今 日か ら見れ ば
それ らは組合せ論 におい て よ く知 られた ものであ る。 これを利用 して 自然数
の累乗 の和を次の よ うに もとめ てい る。(〔2〕の32頁,〔3〕の88頁)
まず 自然数1,2・…,nの 和 を もとめ るのに,上 の組合せ の表 の第fl列の一一
般項はn-1な ので,そ れ らの総和は
∫n-1-・+1+…+(n-1)
と書かれるが,こ の和力鱈 覧1)に 等 しいとい う.
(その 理 由 は 上 の 表 に お い て
0十1十2-1-…十(n-1)
(n-1)+(n-1)+…+(n-1)
が成立す るか らであ るとい う。)そ れ故
∫-1-∫n-∫1」nテn
?
?
?
?
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故に ∫n・一一1!1'}S1"}n+∫1一㌻n+n
故に ∫n--nn+÷n
ともとまる。
次に自然数の平方の和をもとめるのに,上 の組合せの表の第 盟列の一般項
は
n-1・n-2nn-3n十2
1・22
なので,そ れの総和は
∫t2'-S9+2-∫一}nn-一∫ ;-n+∫1
n●n-1●n--2
となるが,こ の和が に等 しい こと(こ れが上の表におけ る
1・2・3
既知性質)を 用いると,
∫÷nn-∫-in+∫i一 ㎡一3慧n枷
から
∫-tnn一㎡一S{t}1}n+2n+∫÷ ・一 1
n3-3nn十2n3nn十3n
=6十
4-n
=:-9n3+÷nn+壱n
故に ∫ 一"=-1-n3+-1-+÷n
と も と ま る 。
同 様 に 自然 数 の 立 方 の 和 を も とめ る の に,上 の 組 合 せ の 表 の 第IV列 の 一 般
項 は
n-1●n-2●n-3n3--6nn十11]【]L-6
1・2・36
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な の で,そ れ の 総 和 が
n・n-1●n-2●n-3n4-6n3十11nn-6n
1●2●3●424
に 等 し い こ と を 用 い る と
∫1㎡ 一∫nn+∫÷n-∫1-n〃-6n3場1n　血
か ら ∫n3-÷n`+}n3+÷nn
と もとまる。
n-1●n-2・ …n-rこのように一般項が である数列の総和が
1・2● …r
n・n-1・n-2● …n-r
1●2・3…r十1、
に 等しい とい う組合せの性質を用いて,自 然数の累乗 の和の公式を導いたの
がベル ヌーイである。4乗 以上の和の公式は次の通 りである。
∫㎡一÷ ㎡+÷n4+÷㎡一 壽n
∫n・-tn6+÷嘘 ㎡結nn
∫熊 ÷ 爵 ÷ 餅 ÷ ㎡菅一÷ 爵+か
∫n7一壱 ㎡+÷ 酷 ㎡一 看 ㎡結nn
∫虐 静+妙+1画r静 料 号 ㎡苦一おn
∫喘 ㎡・+÷n・+÷曲 一語+遷 ㎡瑞nn、
∫聾 吉 が+÷ が+-9-n9・・-1n…1n・・x-一〉-n3"ef6-n
こ こに*印 は 空欄 を しめ してい る。
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ここまでは組 合せ論 と自然数の累乗 の和の関係を物語 る もので,今 日か ら ・
見れ ば さした ることもないが,こ れ より進 んでベル ヌーイは この 自然数 の累
乗 の和 の一般公式を次の よ うに述べた ことが驚 くべ きことであ る。
∫が一躍+…+㎡
「素 晒 ぎ 暗Aが一・+携誌 ÷詳Bが 一・
c●c-1・c-2●c-3●c-4十C
nC}5
一一=-DnC-7十 …十 一
2●3・4●5●6●7・8
ここにnの べ き指数は第3項 以下2ず つ下 ってn又 はn2で おわ る。A.
B・C・D… … は 定 数 で ∫nn・∫n・・∫n・・∫nS… … に お け るnの 騰 を 表 わ
す。すなわち
1111
A詔 了 ・B3-3σ ・C昌弔「・D一 願30
とな る。 これ らを求め るには,そ の係数を含む式 のすべての項 の係数の和が
1であ ることか ら得 られ る。す なわ ち
2●3●4●5・6
c●c-1●c-2●c-3●c-4・c-5●c-6
11
T+-7+A=-1
111
了+了+一 ∫+B=1
1151
了+了+-i-T+c=1
11272
v+コ ー+V3-一 了9+-q+D=1
と い 『う よ う に 。
1∴A
=-6
1∴B
=一 一
30
1∴C
=-
42
1∴D
・一 一
30
この 公式 の 説 明に おいて どこに 驚 くべ き 点が あるかに ついては,「 推 論
法」のRobertHaussnerによる独訳 〔4〕に附せ られ てい る興味深い註が
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次の よ うに述べ てい る。
「この主張は帰納的証 明がやや科学的 では ないので,ベ ル ヌーイはおのず
と不完全帰納法を用いてい ることに なる。読 者は これ らの言葉に奇異の感を
もたれ ることと思 うが,ベ ル ヌーイは この不完全帰納 法か ら天才 的なや り方
で,S(n),S(n2),……S(nlo)の公式か らS(nC)の公式 を導いた のであ る。 こ
の公式 のn・-1・n・-3・n・-5・…の係数か ら因数 ÷(1)・÷(1)・÷(:)・ …
を とりさった第2因 数が定数 として残 り,そ れ らは我 々の知識か ら遠 ざか る
ものであ る。
カ ン トルの数学史(第 皿巻序 言IX-X頁)に よるとschweringがこの研
究 を再 び行 なってお り,そ れに よるとnC"1以下は次数が2ず つ低 くな らね
ばな らぬ とい う。 この ことは ベル ヌーイが 上に述べ たc=10ま での公式に
おいて一 致す るので,シ ュウェリングの研究は ベル ヌーイの思考過程 と一 致
す る。
しか し依然 と して不 明な点は,ベ ル ヌーイがいかに して,係 数A,B,C
……が定数 であ り,か つ交互に正負の数 であ ることを知 っていたかに あ る。
もっともこの ことをは じめて明 らかに した のは後年のオイ ラーで,彼 は三角
級 数の助けを借 りて これを証明 した。これについては彼 の著書Institutiones
Calculidifferentialis(1755)第2巻第5章 を見 られ たい。
それ故A,B,C… …が交互に正又は負の値 を とる ことを,そ の本来 の定
義 を基礎 と して証 明す る ことは今 日未 だな され てお らないのであ る。そ して
S(nC)に対す る公式 の現代におけ る導入はそれ らがただ定数であ ることを し
めす ぼか りであ る。(つ ま り,オ イ ラー以後 いろいろな方法で導かれ てはい
るが,A,B,C,D… …が交互に正又は負の定数 である こと,ま た これ ら
の数が上 の よ うに求 まることを どの ように してベル ヌーイが知 っていたかが
問 題 であ り,本 来の定義か らの直接の証 明が問われ ているのであ る。 筆
者 注)
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こ のA,B,C,D… … に ベ ル ヌ ー イ の 数 とい う名 称 を 与 え た の は ド ・モ
ァ ヴ ル くMiscellaneaanalytica・London1730)とオ イ ラ ー で あ る 。
係 数A,B,C,D… … を 順 次 に 求 め る ベ ル ヌ 一ーイ の 法 則 は 次 の よ うに 述
べ られ る。 す な わ ち い ま,A,B,C,D… … の 代 りにB・,-B2,B・,-B4,
… … とお け ば
ミ(-1)・(2暫1)Bi+m一吉 一・
な る関係式が成立す る。 これを詳 し く書 くとm=1,2,3に 対 して
(-1)(1)B・+1-÷一・
(-1);)B・+(+1)(1)B・+2一号 一・
(-1)(;)Bi+(+1)(1)B2+(-1)(二)B3+3÷・
とな る。 この関係式は ド・モ ァヴルの 公式 といわ れ るが,そ れは 正 しくな
い 。何故 な ら ド・モ ァヴルは ベル ヌーイが述べ た法則 をただ式に書 きあ らわ
しただけで,そ れが成 立す ることの証 明を してお らないか らであ る。」
以上は ハ ウスネルの註繹であ るが,ベ ル ヌーイ数 の由来が うかがわれて興
味深 く感ぜ られ る。 これに よれ ぽ小著数学史の次の部 分は誤 りで あ る。
「この和 を求め る際に次の式
　 　 　　 　 　 　　
ぴ=rB・+B・ 丁+B・-2-!一+B・訂+●'●+B・ヨ ー+●●'
の 右 辺 の 級 数 の 係 数 が 問 題 と な る。 こ の 係 数 を ベ ル ヌ ー イ の 数 と い う 。」 〔5〕
147頁。
これ を 次 の よ うに 訂 正 して お こ う。
「∫n・-1・+2・+…+n・ig求 め る公 式 と し て
一
。圭1が・・+÷nC+÷A晒c'舞 ≡1-2Bが
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c●c-1●c-2●c-3●c-4十 一一 一
十
を 与 え て い る 。 こ こにA,B,C
の 数 と よ ば れ た 。 」
CnC『52
・3●4・5●6
c●c-1●c-2●c-3●c-4・ ●c--5・c-6
2●3●4●5●6●7●8
D・ ・
DnC-7十…
・… は 後 に オ イ ラ ー に よ っ て ベ ル ヌ ー
§2.オ イ ラ ー の定 数
オイラーの定数とい うのは周知のように次の数列
11
U11=1+7+●"+-li--iogn
の極限値
γ測1+÷+…+÷-1・gn)
=O.577215664901532。・・
を 意 味 す る 。 これ は また マ ス ケ ロ ニ(LorenzoMascheroni1750-1800)の
定 数 と も よ ば れ る が,実 は 彼 は た だ32桁 まで 計 算 した に 過 ぎ な い 。(藤 原 松
三 郎,微 分 積 分 学,1,p.46)
さ て この オ イ ラ ー の 定 数 を 計 算 す る の に ベ ル ヌー イ の 数 を 必 要 とす る が,
最 近D.E.Knuth〔6〕 に よっ て 小 数 点 以 下1271桁ま で 計 算 され た 。 これ に
つ い て 以 下 に 述 べ よ う。
そ もそ も オ イ ラ ー の 定 数 は 彼 自 身 に よ っ て1735年に0.577218…… と 計 算 さ
れ,1781年に は 一 層 精 密 に0.5772156649015325…… と 計 算 され た 。 この 計 算
は 後 に 多 くの 数 学 者 に よ っ て 一 層 精 密 に な され た が,な か ん ず くガ ウス に よ
っ て
γ=0.57721566490153286060653・。
と計算 された。 ガ ウス全集第3巻154頁には40桁まで しるされ てい る。
そ の後1870年前後に イギ リスの 数学者J.w.L.Glaisherとw.shanks
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とが この計算 を続け たが,遂 に数学者 であ り同時に海 王星 の存在を予言 した
天文学者 として有名なJ.C・Adams(1819-r92)によって1878年か ら1887年
に263桁まで計算 された。 これ は シ ァソクスが得た110桁(た だ しこれ の101
桁は誤 り)を さ らに進 めた ものであ る。 アダムスの結果は1952年までそ の ま
まであったが,同 年Wrenchに よって328桁まで計算 された。
これ を他方 この γが有理数 であるか ど うか を決定す る試みが数多 くな され
た こと(た だ しこれは現在未解決)に 比べれば,γ の値 を求め ることはあ ま
り進 んで いない といえる。 それ とい うの も高 速度計算機 に よ りπは10万桁
(1962)まで,eは6万 桁(1953)まで求 まってい るか らであ る。 その理 由
は γの値 を求め る ことは相当に難 か しいか らとい う外はない。
さて γの値 を求 め る技術は本質的には アダムスや早期 の数学者 の用いた も
の と同 じであ る。それ らは周知 の もので次 の通 りであ る。 まず オイ ラーの総
和 公式
(・)滋f(i)一∫ll(x)dx+÷(f(n)+f(1))
+急(薯11〔f(2j-1)(n)-f-(1)〕+Rk
を用い る。 ここにBmは 次 の式
　
(2)eBx一 冨=τ
に よって記号的 に定義 され るベル ヌーイ数 であ る。 この記号に よれば
111
B・一 一了 ・B・「5・B・=O・B・=一 石σ
とな る。 ま た 剰 余 は 次 の 式
(3)Rk==(2kき1)!∫ 茅 ・誰)f・ ・k+・・(x)dx
に よって与え られ,P2k+1(x)は周期 ベル ヌーイ多項式 で,記 号的に次の式
　 サ
(4)P・k・ ・(x)一({x}+B)・k+…(-1)k-1(2k+1)韓焉 鴇
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で 与 え られ る。 こ こに{x}はxの 分 数 部 分 で あ る。
さ て い まf(x)一⊥ と お け ば,(・)よりX
1111
(5)1+万+…+1tr-i・gn+了+万
+与(i-t・'一一)+…+号詰(1一素)一 ∫1」繁 鉾dx
と な る 。 こ の(5)にお い てn→ ◎。 とす れ ば,
(6)γ ・=-lil+与+…+聖一一∫IP斐課dx
となる。(6)から(5)を引 くと
111B2
(7) γ一1+2+…+tri・gn-2 n+n2fi・
+…+罐鈷 一∫陛 誰)dx
となる。 この式 の剰余について考 えてみ よ う。 まず
(8) Ip・・+・(X)1≦1器薯!慧歯
なるを以て,(8)にス ター リソグの公式 を用い ると
(9)
。。P
2k+1(x)
∫。X蕪 ・dx
≦÷謬 儀)躍
と な る 。 い まk-250,n・-10000と お く と
⑩
∫』P鯉dx,<1・ 一・269
となる。 これ を(7)に用い ると少 な くとも1269桁まで γを決定す る ことが で
き る 。
そ こでい よい よ γの鶏 の計算 へ と進 も う.ま ず,1+t+…+1。1。 。は
⑪S・ ・…-9+壱+…+9ま8認 面 一9・7876・6・36…
と求 まる。次に1000の自然対数は
咲
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⑫log10000・=-25210g(1-O.028)
十200109(1十〇.0125)十92109(1-O.004672)
に よ っ て 決 定 され る 。
この 展 開 式 は 小 数 を あ つ か う計 算 機 を 用 い る と き早 く収 束 し よ う とす る便
宜 の た め に 作 られ た も の で あ る。 まず2x3YsZs1,y≧oを 満 足 す る(x,y,z)
を 求 め る と,次 の3組 の もの が 得 られ る 。
(-1,5,-3),(-4,4,1),(6,5,-6)
す な わ ち
2-・3・5-・243_1_7 =1-0 .028250250
2一轡54一盤 一1+壼1+…125
脇 ～ 罐 多一1-1鍮 一一 ・4672
,とな る。 これ を 用 い て ⑫ が 得 られ る。 しか し2進 計 算 機 の 場 合 に はz≧0の
条 件 が 加 わ る の で 展 開 式 を 求 め る こ と は 一 層 困 難 と な る が,次 の 解 が 与 え ら
れ て い る 。
(12a)log10000==1601092-323759-8641092-"3452十2921092-15385
最 後 に ベ ル ヌ ー イ 数B'2k・・10-8kB2kは次 の 回 帰 公 式 か ら計 算 され る 。
⑬(2～ 亡1)B・2k+1峨亡1)B・2k-2+…+1・・一・k(2㌢')恥一 舞 ～
この式において,次の事実
qの 嘉f:-Lk(2k--14π2)
を認め ると,影 響を及 ぼす よ うな打切 り誤差が生 じない ことがわか る。そ の
上 実際には1300桁までが計算 に用 い られてい る。
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B,2kを求 めるのに ⑬ を用い ると,ま ずすべ ての正 の項 が 一・しょに 加 え ら
れ,次 にすべ ての負の項が一 し ょに加 え られ,最 後に この両者が一 しよに さ
れ る。 これは計算 に非常 な速度を与 え る。 また0を かけ ることを避け る注意
が払われ てい る。kが 増 加す る ときB'2kの値 を求め ることは次第 に困難に
な る。 それ と い うの も項 の数 と2項 係数の 大 きさが 増大す るか らであ る。
B・は交互に符号を変 え るので,γ の計算におけ る実 際の誤差は
豊 ㌶+・ ・25×1・ ・一・27・
よ り小 さ くな るので,こ こに得 られ る値 は1271桁まで正 しい ことにな る。 こ
の結果は アダムスの値 を容認す るものであ り,多 くの調査 に よ りこの結果 の
精密 さが保証 され てい る。 ウ レンチ博士は独立に1039桁まで検証 した。
以上行 なわれた 計算 はBurroughs220計算機に よって 行 なわれた もので
あ る。S・。・ は約1時 間で,対 数 の各 々は約6分 を要 した。250個のベル ヌー
イ数 の計算は最 も時間を要 した と ころであ り,そ れ らの全 計算 には約8時 間
を費 した。1270Dまでのベル ヌーイ数の表 はMath.ofComp・の未発表数
学 表 フ ァイルに送 られてい る。 また1271桁の実際 の数値 は 〔6〕に記 され てい
る。
最後 に γの連分数展開につ いて述べ よう。い ま
11
γ==a・+可・冨 ・…
とあ らわそ う。す る とaiキ0(i>1)なるときそ して このときに限 りγは無理
数 とな り,ま たaiの 部分列が周期的 なる ときそ して この ときに限 り γは2
次無理数 にな る。 この判定条件 を用 い ることに よって γが無理数 であ るか な
いかが分 るのであ るが,い まの ところすべ てのaiが 分 らぬので なん ともい
え ない。
また γの 「最良有理近似数」 はい ろいろと与 え られ るが,手 近 の もの と し
ては
ベ ル ヌ ー イ 数 の 周 辺(13)
228
=0 .5772152395
が あ る。 これ は小数第6桁 まで正 しい。
なお無理数 を正則連分数に 展開 した ときの部分分母 をaiと す るとき,ほ
とん どすべ ての無理数に対 して,
1imnr/a2a3…au+11
は一定値Kを もつ。 このKは ヒンチ ンの定数 とよぼれ次 の式で与え られ る。
K一 茸{1+
,両}'og2「 ・・2・6S545…
γ に お い て こ れ を 実 際 に 計 算 し て み る と
3711/a
2a3...a372N2.692
と な り,こ れ はKに 近 い 。
以上でオ イ ラーの定数は1271桁まで も求 まったので,当 分 の間は これ 以上
に発展 しない ものと思われ たが,昨 年1963年にW.Sweeney〔7〕カミベル ヌ
ーイ数を用い る在来 の方法に よらず さ らに3566桁まで も求めた。
彼 の方法は指 数積 分の展開を用い る もので,こ の新 しい方法は ベル ヌーイ
数 の高次 の ものの計算 に要求 され る複雑な プ ログラ ミソグを避け るものであ
る。
指数積分 とは 次の ものを表わす 。
〈・)-Ei(-x)一∫=単
　 ヨ　 　
=一 γ一1・gx+x一 τ7τ+
3.3!一 …
=一一γ一一logx十S(x)
ま た そ の 漸 近 展 開 は
② 一恥)一 ∫=撃
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尋(i-t+kl-…)-R(x)
と表 わ され る の で,両 式 を 等 しい と お い て γを 左 辺 へ うつ す と
(3)γ 皇S(x)-lo9(x)-R(x)
と な る?こ の 式 を 用 い て γを 計 算 す る の で あ る が ・x・=2i3-8192とお く と
(4)R(x)=0.22190… ×10-3561
と な る。x・・8192とした の はxと して2の 累 乗 を と る とlogxの 計 算 が し
や す い か らで あ る 。
さ てlog2の 計 算 は 次 の 式
(5)1・92-÷+23誹3毒+…
に よって非常に速 く求められる。また γを求めるための計算機の活動は次の
2つに分けて行なわれ る。第1は まず次の式に より10gxを求める。
(6)131・g2・・13〔1.1.23+2.1≒ ㌘+3.器+〕
つい でS(x)を 次の式 に よ り求め る。
(7)S(x)一(x+轟 ← ・ 一(2}1丁+轟1+一 う
=x十XD2n+1-一一、XD2n
これ らのDは 次 の 式 で 表 わ さ れ る 。
X2n十1×2
(8)C・ ・=一(2n)!==7.(2n ...1)D・n-・
(9)D・ ・+・一(2舞1ア ・恥 一 無
計算 機の第2の 活動は次の処置を行 な うことにあ る。log8192は
n=12,300には じまる次の回帰公式か ら値が求 まる。
⑩1・98192-13耽 恥 一÷(÷+B・+i)
ベ ル ヌ ー イ 数 の 周 辺 q5)
またS(x)はn・=30,000には じまる次の 回帰公式 か ら値が求 まるσ
ロ　
⑪S(x)==xA1,An・=1- An+1(n+1)2
以上を 完全 に 計算す る ことはIBM7094の エ ソジニア ・モデル に よって
58分でな され た。 この うち第1の 活動はほぼ20分でな され,第2の 活動 はほ
ぼ35分を要 した。残 りの時間は,結 果の重な りあわ ない 印刷や パ ンチに費 さ
れ た。
§3.フ ェ ル マ の 問 題
フ ェル マの問題 とは周知 の よ うに
(1)xP十yP=・zP,(x,y,z)=1,(Pは奇素数)
に正の整 数解(今 後単 に解 とよぶ)が ない ことを証 明せ よとい う問題 であ る。
この問題 は1637年に提 出 され て以来今 日にいた る も未解 決である。今 日ま
で解決 された経路 を以下 に述べ ることは到 底紙数が許 さないが,ベ ル ヌーイ
数 に関連 した部分 を中心にそ の概観を述べ てみ よ う。
最初 この 問題はp十xyzの 場合 とp/xyzの場合にわ けて研究 された。前
者を第1の 場合 といい,後 者を第2の 場合 とい う。
第1の 場合 におい て 今世紀の 始 めA.Wieferich(1909)が次の 結果を発
表 してセ ソセイ シ ョンを起 こした。
定理.1.素 数Pが 次の合 同式
2P-1_1
(2) ≡0(mod.P)
P
を満足 しないな らば,フ ェル マの方程式(1)は解 を もたない。
ところが(2)を満足す る素数はP=1093と3511だ け らしい。 したが って
この2つ の素数 以外の場合には(1)が解が もたない ことになる。 らしい とい っ
た のは,そ の検証 がすべて の素数についてな され る訳 では ないか らであ る。
.pが大 き くなれば② の左辺(こ れを フ ェル マの商 とい う)の 計算は複雑にな
るので容易では ないが,今 日では計算 機に よ り200,183までの間には この2
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つ の素数以外に(2)を満足す るものが ない ことが調 らべ られ てい る。 〔8〕
(2)はそ の後多 くの人に よって拡張 され次の定理 に まで発展 した。
定理.2.素 数q≦43の 少な くとも1つ に対 して,qP-i■1(mod・P2)で
あれば(i)に解は ない。
D.H.LehmerとE.Lehmerは1941年に この定理を用い て,P<253,747,
889のとき(1)に解がない ことを確めた。 〔9〕
第1の 場 合は この よ うにPの 相当大 きな値 に対 して解の存在 しない ことが
確 かめ られてい るが,第2の 場合は これ程 うまくはいか ない。そ れ とい うの
も,第2の 場 合は問題 が一 層 困難 とな り,そ の上各 々の素数 について1つ ず
つ調べていかねぽ な らないか らであ る。
そ こでいっそ の こと2つ の 場合に分け る ことを止め,pナxyzと い う制 限
を撤 廃 して研究 しよ うとす る方針が とられ た。 この ときベル ヌーイ数 に関係
のあ る正則 素数が問題 となる。
定義.Bl,B2,…,B(P-3)/2のどの分子(既 約分数 として)もPで 割 切れ な
い ときPを 正則 素数(regularprime)とい い,割 切 れ る とき 不正 則 素数
(irregularprime)とい う。
この正則素数に対 して1850年にKummerは 次の定理を得 てい る。
定理.3.pが 正則素数な るとき(1)は解 を もたない。
この有 名な 定理は数論に おけ る 最 も深い 結果 の1つ で ある。ELandau
(1877-1938)は自著VorlesungenUberLahlentheorie(1927)の第3巻 に
おいて上 の定理を証 明す るのに必要 な代数 的整数動 の知識 を評 し く述べ てい
る。 ラ ソダウ流 の(定 理証 明定理証 明…… とか く)書 き方 を以て して も上 の
定 理 の証 明には50頁は優に必要であ る。それは 円体の類数hを まとまった形
に導 くのに議論が長 くかか るか らで ある。そ の議論 は無限 級数 の極限 として
代数体 の類数を求め ることにあ り,ま た この極 限が 円体に応用 された とき無
限 の形 で与 え られ ることにあ る。
ところで不正則素数は37,59,67,101,103,131,149,157であ ること
ベ ル ヌ ー イ 数 の 周 辺 (17)
を クムマーは知 っていた。それで この場合 に も(1)が解を もた ない ことを証 明
す るために新 しい判 定法を工夫 したが,こ れは37,59,67に しか適用 され
なか った。そ の結果 クムマ ーは100以下 の素数 と100以上の正則素数につい
て(1)が解を もたない ことを しめす に止 ま った。
そ こで100以上の不正則素数について問題は残 ったが,こ れに手をつけた
,
の はVandiverで あ る。 彼 は まず 次 の 定 理 を 証 明 した 。
定 理.4.(Vandiver,1929.〔11〕)
(1)円 体k(ζ)の 類 数 の 第2因 数h・ がpと 素 で あ る 。
(2)ベ ル ヌ ー イ のIXB・1,n-1,2,…,≒%ど の1つ も1・で 割 切 撫 ・。
この2つ の仮定 があ るとき(1)は解を もた ない。
この定理 とこれ に関連 あ る二,三 の定理 を用い ることに よってVandiver
は1928年か ら1936年にかけ て619までの不正則素数 につい て(1)が解を もた な
い ことを複雑 な計算の結果確 かめた。 この労苦は おそ ら く大変 な ものであ っ
た と思われ るが,計 算機 出現以前 の時代 としては止むを得ない ことであ る。
以上 が戦前 に おけ る発展の経 路であるが,そ の詳細は 〔10〕において見 るこ
とが で きる。
次に戦後に計算機が出現 してか らは不正則素数に対す る計算 が容 易に(と
い って も戦前 に比べ てであ るが)な ったのでそ れにつ いて述べ よ う。不正則
素 数に対 して フ ェルマの問題が成立す るか否 かを確かめ るには次の定理を用
い るのであ る。
定理.6.(Vandiver,〔ll〕)
B、,B2,…,B(P-3)12のうちに分子がPで 割 切れ る ものがあ るとして,そ れ
らをBa… ……,Baと す る。正 の整数k,tと 素数qと をtlS
q=1十kp,q<p2--p,tki主1(mod.q)
を 満 足 す る よ うに と る こ と が で き た と し て
?
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d-1・-a+独 … …+(Rfl)P-2a
ゆ り　ラノ　
(tbk-1)bP-1輌2aQa=t爾kd12H
b…≡1
と お く 。 こ の と き`Q長 圭1(mod.q)(i・-1,2,…,s)i
な らば(1)に解はない。
Lehme卜Lehmer-Vandiver〔12〕は この定理を用 いて1954年に1997まで'
の不正則 素数につい て(1)が解を もたない ことを証 明 した。 次いでVandiver
〔13〕は同年2503までの 不正則 素数 に ついて,Selfridg-Nicol-Vandiver-
〔14〕は1955年に4001までの不正則素数 について証 明 した。 しか もこれ らの
計算はみ なSWAC(LosAngeles)を用いてな され た。
以上で今 日までの フ ェルマの問題 の発展を述べたが,こ れを概括す ると,
第1の 場合にはP<253,747,889まで,第2の 場 合にはP<4001ま で解決
された ことにな る。 また定理4の 第1の 仮定(h2,p)=-1は証 明 され てはい・
ないが,こ れは正 しいであろ うと予想 されてい る。そ して実 は第1の 場合に
は この仮定 だけが必要 なので,も しも(h2,P)=1とい う予想が 証明 されれ
ば,第1の 場合は解決 され ることに なる。 これ に反 して第2の 場合にはベル
ヌーイ数 に関す る第2の 仮定 を必要 とす るので一 寸問題は複雑に なる。以上.
の結果か らみれば1637年以来300年以上経た今 日可成 の成果をあげてい るこ
とが分ろ う。
さて問題 を前 進 させ て,ま ず正則 素数 と不正則素数 との割 合を考 えてみ よ
う。す ると3≦p≦4001の間では正則素数は334個あ り,不 正則 素数は216個あ
る ことが分ってい る。 また正則素数 は有限個あ るか無限個 あ るか とい う問題.
も起 こる。 もし後老 が証 明 されれば クムマーの定理 は非常に有力 な もの とな
るが,お そ ら くは 前者 ではないか といわ れて い る。 そ の 理 由の1つ として
Vandiverは600の附近 には 不正則 素数が 以外に 多い ことを あげて い る。
547,557,577,587,593,607がそれで あ る。 また他の 理 由 として1915年
Jensenによって次 の定理が証 明 され てい る。
ベ ル ヌ ー イ 数 の 周 辺(19)'
定理.6.4n+3な る形 の不正則素数は無限にあ る。
したが って将来に残 され た問題 は次 のいずれ かを証 明す る ことにあ る。
(1)正則素数 は有限個 しか存在 しない。
(2)正則素数 と不正則素数は ともに無限個存在 して,そ の割 合は一定 であ・
る。
ただ しこれが解決 されたか らとい ってす ぐに フ ェル マの問題 の解決へ と直
結 され るものではない。定理6に より不正則素数 は無限に存在す るので計算
機を用い て確かめていって もそ れは徒労 とい うほかはない。
最後に定理6の 証 明を 〔15〕に よって述 べてみ よ う。 まず次 の補題 を証 明一一
す る。
補題Si(a)==1i+2i+…+(a-1)i(1)
な らば
S2m(2k)≡2kb2n(mod.2k+1),n>1,k>1(2)
であ る。
証 明,ま ず よ く知 られたベル ヌーイ和 の公式(〔16〕P.254)により
S2ii(2k)一(2n'1牒+(2ヤ2)1}t:!file!i
+i212k+…+炎署)
となる・ ここに搬 項は(2nr)Zlkxx!rikl1(2b・・-r)と力舳 るので・2寄 …α
2k「-2'
(mod2k+1)か又 は が 奇 数 の 分 母 を もつ 分 数 と し て あ らわ され る こ とr十1
を しめ そ う。 これ を 証 明 す るに は
2k「-1>r→-1,(r>1)(3)
を しめ せ ば 十 分 で あ る。 そ れ とい うの もr・=1に 対 応 す る項 はn>1の と き
消 え る か らで あ る 。 と こ ろ で2項 定 理 に よ り
1十(2r-1)<22k-1
に し て,r>1の と き2r>r+1な る を 以 て(3)が成 立,し た が っ て(2)が得 ら
れ る 。
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定理6の 謹 明.59は4n+3な る形 の最小 不正則素数 であ る。い まP。を
この形 の不正則素数 とす るとき,59≦p≦p・を満足す るこの形 のすべ ての不
正則素数を決定す る ことがで きる。そ こで この形 の不正則素数 で1>p,な る
ものをいか に して決定す るかを しめそ う。そ のために算術 級数(等 差数列)
におけ るDirichletの定理 を用い ると次 の式
q≡1(m・d立恥(P・-1))(4)
を 満 足 す る素 数qを 見 出 す こ とが で き る。 次 にBqの 分 母 は 因i数2と3を も
つ の でq≡1(mod6)
に し て,2q+1・ ・2(6t+1)+1==12t+3はL合成 数 で あ る 。 し か も2と3だ け
が そ の 因 数 な の でStaudt-Clausenの定 理(〔16〕p.257)によ り 分 母 は ま
さ し く6で あ る 。 ま たq+hv>oと して 重 要 な 関 係 式(〔16〕p.266)
警 ≡(二幕 響(-dl)(5)
た だ しv=(1-1)/2
を 用 い る と,(4)によ りB、 ≡Eq-(m・dp)
q
た だ しP=Pi,P2,… …,Ps.
と な る。 故 にBqの 分 子 はpの お の お の と素 で あ る 。 い まn=・q,k・-2とす
れ ば ② よ り
12q十22q十β2qミ4b2q(mod8)
ま た
22q≡0(mod8);32q≡1(mod8);b2q・=Bq
い搬 る を 以 て
2Bq≡1(mod4)
と な る 。 これ よ りBqの 分 子 は41+3な る形 を もつ こ と が 推 論 され る。 故 に
こ の 分 子 が こ の形 の 素 数 で これ まで のPの い ず れ と も 異 な る1に よ っ て 割
ベ ル ヌ ー イ 数 の 周 辺 (21)
.哩纏
切れ る.(5)においてq螺 なるを以てそれは!5-Lの騰 ではない。なぜな
1-1
ら 一 一2-一一一=qな ら ば2q+1・-1と な り ・ こ れ はq≡1(mod6)か ら 不 可 能 で
、1-3
あ る 。 そ れ 故q+hvか1,2,・ 一・一.2一の な か に あ る よ うにhを 正,負,
又 は0に と る と,1はBq+)lvの約 数 と な り,し た が っ て 定 義 に よ り,1はp。
よ り大 な る 不 正 則 素 数 と な る 。 これ で 定 理6が 証 明 され た 。
(1964.5.10)
?ー
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